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Wprowadzenie do liczb pierwszych

Wiele liczb naturalnych daje sie roztozy¢ na czynniki mniejsze np. 10=5*2 lub 111=3*37. Jednak
istnieja liczby, ktére nie mogq by¢ roztozone w taki sposéb. Takie liczby nazywamy liczbami

pierwszymi.

Liczba pierwsza to taka liczba catkowita p wieksza od jednosci, ktorej jedynymi dziennikami sg 1
oraz p. Kazda liczbe naturalng wieksza od jednosci, ktéra nie jest liczba pierwszg, nazywamy liczba
zlozona.

Liczba 0 z definicji nie jest ani liczba pierwsza, ani liczba ztozona.

Liczba 1 z definicji nie jest ani liczbg pierwsza, ani liczba ztozona.

Pierwsze 34 liczby pierwsze to : 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67,
71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139
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wykaz liczb pierwszych od 1 do 100

Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele. Niech n(n) bedzie okreslato ilos¢ liczb pierwszych nie

wiekszych od n. Dla duzych wartoSci liczby n mamy wzor:

m(n) 1

n  In(n)
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Oto kilka przykladow : liczb pierwszych mniejszych od 1000 jest 168. Wsréd wszystkich liczb 100-

cyfrowych w przyblizeniu jedna na kazde 300 jest liczbg pierwsza.

Problem liczb pierwszych polega na ich rozmieszczeniu wsrod liczb naturalnych. Nikt nie

opracowat dotad zadnego wzoru pozwalajacego na wyszukiwanie kolejnych liczb pierwszych.

Istnieja wzory wyszukiwania liczb pierwszych o okreslonych wiasciwosciach, nie ma jednak

wzoruy, ktory by dla kazdego argumentu generowat by liczbe pierwsza.

Sito Eratostenesa

Najpopularniejszym algorytmem wyznaczania liczb pierwszych jest Sito Eratostenesa. Oto

algorytm :

Ze zbioru liczb naturalnych z przedziatu [2,n] wybieramy najmniejsza liczbe 2 i wykreSlamy
wszystkie jej wielokrotnosci wieksze od niej samej.

Z pozostatych liczb wybieramy najmniejsza niewykreslona liczbe ( jest to liczba 3 ) i
usuwamy wszystkie jej wielokrotnosci wieksze od niej same;j.

WykresSlanie powtarzamy do momentu gdy liczba i, ktorej wielokrotnos¢ wykreslamy bedzie
wieksza niz pierwiastek z liczby n.

Wszystkie niewykreslone liczby z przedziatu [2,n] sq liczbami pierwszymi.

Gestosc liczb pierwszych

Teraz wprowadzamy nowe pojecie gestosci liczb pierwszych. Niech Ay oznacza ilos¢ liczb

pierwszych wsréd liczb naturalnych 1,2,3,...,n. Zatem :

A1=0
A2=1
A3z=2
Ag=2
As=3
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Gestosc liczb pierwszych wsrod n pierwszych liczb catkowitych jest dana przez stosunek : An/ n

Ponizej przedstawiam tabele zawierajaca procent liczb pierwszych w danym przedziale [a,b] :

a b procent
2 2 100%
2 4 66,7%
2 8 57,14%
2 16 40%

2 32 35,48%
2 64 28,57%
2 128 24,41%
2 256 21,18%
2 512 18,98%
2 1024 16,81%
2 2048 15,1%
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2 4096 13,77%
2 8192 12,55%
2 16384 11,60%
2 32768 10,72%
2 65536 9,98%
2 131072 9,35%
2 262144 8,77%
2 524288 8,.28%
2 1048576 7,82%

procent liczb pierwszych z przedziatu [a,..,b]

Niech m(n) bedzie okreslato ilos¢ liczb pierwszych nie wiekszych od n. Jak juz wspomniatem - dla

duzych wartosci liczby n mamy wzor:
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twierdzenie o liczbach pierwszych mowi nam, ze :

n
1
In(n)

dazy do 1 przy wzroscie liczby n.

Rodzaje liczb pierwszych

Liczby Mersenne'a
* Niech liczba Mq=29-1
* Niech q bedzie liczba naturalna.

Wtedy Mq jest liczbg Mersenne'a. Sprosrod wszystkich wygenerowanych do tej pory liczb tego

typu zaledwie 48 to liczby pierwsze.

Liczby pierwsze blizniacze.
Liczby blizniacze to dwie liczby pierwsze rozniace sie o 2.Na przykiad

* (35)
* (57)
* (59.61)

Liczby pierwsze czworacze

Liczby czworacze to takie liczby: p, p+2, p+6, p+8, Ze kazda z nich jest liczba pierwszg.Na
przykiad

e 5,7,11,13
* 821, 823, 827, 829
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Liczby pierwsze izolowane

Liczba pierwsza p jest izolowana, jesli najblizsza liczba pierwsza rézni sie od niej co najmniej o 4.

Na przyktad 89, 157, 173.

Liczby Sophie Germain

Liczba pierwsza p jest liczba Sophie Germain, jesli liczba 2p+1 takze jest liczbg pierwsza.

Liczby pierwsze lustrzane

To pary liczb pierwszych, z ktérych jedna powstaje przez zapisanie cyfr dziesietnych drugiej w

odwrotnej kolejnosci. Przyklady:

e 13131
« 17171

Liczby pierwsze palindromiczne

To liczby pierwsze, ktore nie zmieniajq sie, gdy ich cyfry dziesietne zapiszemy w odwrotnej

kolejnosci. Przyktady: 11, 101, 131, 191, 929

Wzory na liczby pierwsze

Probowano znalez¢ proste wzory arytmetyczne, ktore dawatyby tylko liczby pierwsze, chociaz
niekoniecznie wszystkie liczby pierwsze. Fermat wysunat stynne przypuszczenie, ze wszystkie

liczby postaci :
F(n)=2?"+1
sq liczbami pierwszymi. Rzeczywisci dla n=1,2,3,4 otrzymujemy :

« F(1)=5
. F(2)=7
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« F(3)=257
« F(4)=65537

Wszystkie powyzsze liczby sa pierwsze. Ale w roku 1723 Euler odkryl, ze F(5)=641*6700417 nie

jest liczba pierwsza.

Innym ciekawym wyrazeniem, ktére daje wiele liczb pierwszych jest
F(n)=n?-n+41

Dla n=1,2,3,...,40 wyrazenie f(n) jest liczba pierwsza. Natomiast dla n=41 mamy f(n)=412 i jest to

liczba ztozona.
Wyrazenie

F(n) = n? - 79n + 1601

daje liczby pierwsze przy wszelkich warto$ciach n az do 79. Zawodzi jednak dla n=80

Testy pierwszosci

Aby sprawdzi¢, czy liczba naturalna n jest liczba pierwsza, nalezy dzieli¢ ja kolejno przez
wszystkie liczby wieksze od 1 i mniejsze rowne od floor(n/2). Jesli przy kazdym dzieleniu reszta z
dzielenia jest r6zna od zera, to liczba jest liczba pierwsza. Natomiast jezeli choc¢ jedno dzielenie

daje reszte rowna zero, to sprawdzana liczba naturalna jest liczba ztozona.

Oto przyktad funkcji sprawdzajacej czy dana liczba n jest liczba pierwsza. Funkcja zostata napisana

w jezyku PHP
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function is_prime($n)
{
$wynik=0;
$i=2;
$g=floor($n/2);
while (($wynik==0) & ($i<=$g))
{
if ($n%$i==0) ++$wynik;
++8i;
}
if ($wynik==0) return(0);
else return(1);

}

Jezeli funkcja zwrdci wartosc 0 to liczba n jest liczbg pierwsza.

Spirala Ulama

W matematyce spirala Ulama lub spirala liczb pierwszych to graficzna metoda pokazywania
pewnych niewyjasnionych do dzi$ roznic w rozktadzie liczb pierwszych, zaproponowana przez
polskiego matematyka Stanistawa Ulama w 1963 roku. Na kwadratowej tablicy zaczynajac od 1 w
Srodku spiralnie wypisuje sie kolejne liczby naturalne. Na niektorych przekatnych liczby pierwsze

czesSciej grupuja sie niz na innych. Fakt ten nie zostat do tej pory wyjasniony.
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Liczby pierwsze w Spirali Ulama w ukladzie 200x200
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Liczby pierwsze od 1 do 50 w tym samym ukladzie

Hipotezy

Czego nie wiadomo o liczbach pierwszych:

Hipoteza 1

Czy istnieje liczba pierwsza miedzy n” a (n+1)? dla kazdego n>0?

Hipoteza 2

Czy istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych postaci n?+1 gdzie n jest liczba catkowitg?

Hipoteza 3

Czy kazda liczba parzysta jest sumg dwoch nieparzystych liczb pierwszych?

11
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Hipoteza 4
Czy istnieje nieskonczenie wiele par liczb pierwszych, takich jak 11,13 albo 17,19 r6zniacych sie o

2. Jest to problem bliZzniaczych liczb pierwszych.

Ciekawostki

Ciekawostka 1
W 1914 roku amerykanski matematyk Derrick Norman Lehmer opublikowat po raz pierwszy liste
wszystkich 664579 liczb pierwszych mniejszych od 10 milionéw. Stworzyt on te liste za pomocg

sita Eratostenesa.

Ciekawostka 2
Liczba 11111111111111111111111 z}ozona z 23 jedynek jest liczbg pierwsza.

Ciekawostka 3
Liczba 31415926535897932384626433832795028841 zestawiona z poczatkowych 38 cyfr

rozwiniecia dziesietnego liczby 7, jest liczbg pierwsza.

Ciekawostka 4
Liczba 73939133 nie tylko jest liczba pierwsza, ale liczby otrzymane z niej przez kolejne obcinanie

cyfr od prawej strony tez sg liczbami pierwszymi:

* 7393913 jest liczba pierwsza

739391 jest liczba pierwsza
* 73939 jest liczba pierwsza
* 7393 jest liczbg pierwsza

* 739 jest liczba pierwsza

* 73 jest liczbg pierwsza

* 7 jest liczbg pierwsza

12
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Najwieksze liczby pierwsze

Najwieksza odkryta dotad liczba pierwsza to

274207281

-1, ktora liczy sobie 22338618 cyfr w zapisie

dziesietnym. Zostala ona odkryta przez Curtisa Coopera 7 stycznia 2016 roku.

Oto lista innych wielkich liczb pierwszych:

Liczba pierwsza Liczba cyfr Rok odkrycia
2742072811 22338618 2016
2778851611 17425170 2013
21120091 12978179 2008

Najwieksze liczby pierwsze

Najwiekszq liczbg pierwsza sprzed ery komputeréw jest liczba, ktora nosi nazwe odkrywcy - liczba

Ferriera i wynosi:

20 988 936 657 440 586 486 151 264 256 610 222 593 863 921

Jest to 44-cyfrowa liczba znaleziona za pomoca mechanicznego kalkulatora w 1951r.

Kryptografia

Duze liczby pierwsze sa czesto wykorzystywane w kryptografii ze wzgledu na swe specyficzne

wiasciwosci. Dla przyktadu opisze kryptosystem RSA. Wykorzystujemy tutaj dwie pary kluczy :

13
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klucz publiczny i klucz prywatny.

Algorytm RSA:

* Najpierw generujemy klucz publiczny oraz klucz prywatny:
* wybieramy losowo dwie liczby pierwsze p i g.
* obliczamy iloczyn tych liczb n=pq
* obliczamy wrtos$¢ funkcji Eulera dla n : ¢(n)=(p-1)(g-1)
* wybieramy liczbe e z przedziatu [1,n] wzglednie pierwsza z ¢(n)
* znajdujemy liczbe d : d=e-1 mod ¢(n)
* klucz publiczny to para liczb (n,e)
* Kklucz prywatny to para liczb (n,d)
* Szyfrowanie i deszyfrowanie
* Aby zaszyfrowa¢ wiadomos¢ dzielimy ja na bloki mi o warto$ci nie wiekszej niz n
* Teraz kazdy z blokéw szyfrujemy wedtug wzoru : ¢i = mi® mod n

* Natomiast aby odszyfrowa¢ wiadomo$¢ musimy kazdy z blokéw cj odszyfrowac

wedtug wzoru : mj = ¢;9 mod n

Algorytmy probabilistyczne

Algorytmy probabilistyczne z bardzo duzym prawdopodobienstwem sprawdzajq czy dana liczba

jest liczba pierwsza. Ale niestety istnieje niewielkie prawdopodobienstwo pomy#ki.
Algorytm:
1. Wprowadz liczbe n

2. Wybierz losowo liczbe k z przedziahi [1,n-1]

14
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3. Sprawdz czy liczba k swiadczy o ztozonosci liczby n
1. Jezeli tak to liczba n nie jest liczba pierwsza
2. Jezeli nie to sprawdz czy sprawdzono juz 200 réznych liczb k
1. Jezeli nie to wrd¢ do punktu 2
2. Jezeli tak to n jest liczba pierwsza.

W powyzszym algorytmie prawdopodobienstwo pomyiki jest mniejsze niz 1/200.

Funkcja FEulera

Dla kazdego n>=1 niech ¢(n) bedzie liczbg takich liczb catkowitych z przedziatu 1<=a<=n, ze

NWD(a,n)=1. Wtedy funkcje ¢ nazywamy funkcja Eulera.

Wlasnos¢ 1

Nich p bedzie liczba pierwsza. Wtedy ¢(p)=p-1

Wilasnos¢ 2

Niech m>=1 oraz n>=1 oraz NWD(m,n)=1. Wtedy @(mn)=@(m)@(n).

Wiasnosc¢ 3

Niech p bedzie liczba pierwsza. Wtedy (p(pk)=pk'1(p—1) \
Male twierdzenie Fermata
Jezeli p jest liczbg pierwsza, nie bedaca dzielnikiem liczby catkowitej a to :

a®®) = 1 (mod p)

Oto przykiad algorytmu wyliczajacego funkcje Eulera w jezyku PHP. Uzylem funkcji pomocniczej

nwd, ktora oblicza najwiekszy wspolny dzielnik dla dwdch liczb naturalnych wiekszych od 0.

15
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function nwd($a, $b)
{
while($a*$b!=0)
{

if ($a>$b)

{

$a=%a%$b;

}

else

{

$b=$b%%a;

}

}

$wynik=%a+$b;
return($wynik);

}

function euler($n)

{

$wynik=0;

for ($i=1;$i<$n;++$1)

{

$sprawdz=nwd($i, $n);

if ($sprawdz==1) ++$wynik;
}

return($wynik);

}

16
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n o(n)
10 4
100 40
1000 400
10000 4000
100000 40000

wartosci funkcji Eulera dla kolenych poteg liczby 10
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Ciekawe linki do stron o liczbach pierwszych

* www.matematyka.pisz.pl

zobacz

* www.math.edu.pl

zobacz

* www.matemaks.pl

zobacz

* Kod liczb pierwszych - wydanie pierwsze

zobacz

* matfiz24.pl

zobacz
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Matematyka dla studenta

zobacz

The primes pages - miedzynarodowa strona o liczbach pierwszych

zobacz

Strona domowa Michata Zalewskiego

zobacz

math labora - strona internetowa o matematyce dyskretnej

zobacz

Kod liczb pierwszych - ciekawa stron o liczbach pierwszych

zobacz
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